
第３章制御理論の概念と定理

Ｂ・Martos

本章の目的は、技術的数学的な制御理論に精通していないであろう読者に対して、この学

問分野の基本的な考え方や方法を紹介することである。経済学に応用された他の数学分野に

は詳しい経済学者にとっても、このような紹介は有用であることがわかるだろうと思う。し

かし、ここでの紹介は我々ないしその他の例によって刺激を受けて、制御理論の経済学的応

用から新しい結論をひきだそうと努力する人のためのより深い制御理論研究にとって代るこ

とはできない。

3.1．システムの制御と制御の分類

１．制御システム

●●●●●●●●●●●の●

制御理論の最も一般的な問題は次の如くである。すなわち、’1ｔ下問を通じて発展するある対
●●●●●●●●●●●ｐ●●●●●□●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

象に、一定の要請を確実に満足させるよう|こしたい場合に、その対象にどのように介入すべ
●●

きカュ、というのがそれである。
●●●●●●

我々力K目標とされたある方向に誘導しようと望むプロセスは、制御プロセスと呼ばれる。

（我々のケースでは、それらは経済プロセスであり、自然科学や応用技術では、それらは、

物理的、化学的、生物学的等々のプロセスである）。そして、介入は制御装置と呼ばれるも

のによって代行される。一般に、制御プロセスの規則は、所与であり、任意に変えられるこ
●●●●

とはできないが、制御装置（controller）を我々の目的に適合させ、制御プロセスの作動

の型に影響を与えるのは自由であると想定されている。たとえば、自動車の構造とその作動

の規則はドライバーにとって所与であるが、ドライバーは制御装置（アクセル、ブレーキ、

ハンドル）の助けをかりて'91分自身の意思を伝達することができるので、自動車を運転し、

制御することができる。

２章では、制御プロセスは、生産、購買、個人消費や原材料消費の影瀞によって変化する

在庫から構成された。したがって、そのプロセスは、生産量と購買愚に何らかの形で影響を

与えるという介入で榊成された溌被制御サブシステムと制御装置は､両者合わせて制御シ
●●●

●●● ●■●●

ステムと言われる。要請を制御装置に伝達する信号は、目標信号（commandsigY1als）と

呼ばれ、固定された目標（時間から独立）であったり、変化する目標（時間に従属）であっ
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たりする。一万、制御装置によって作られ、制御プロセスの進行に影響を与える信号は、行
●●●●

為信号（actionsignals）と呼ばれる、制御プロセスの最後には、制御変量（controlled

vaviable）が現われる。たとえば、ＫＭ－１やＫＭ－２モデルでは、標準在庫量が目標信号

であったし、生産や購買が行為信号で、在庫が制御変量であったわけである。自動車を運転

する場合では、アクセルの位置が目標信号であり、エンジンの回転数が行為信号であり、速

度が制御変量である。

以上で論じた要因の他に、プロセスは、通常、その環境からも我々が制御できないような
●●●●

形で影響を受けてし､る。このような影響は外部効果（externa］effects）と呼ばれる。外

部効果は、制御プロセスと制御装置のどちらか一方、又は両方を変化させる場合がある。

（制御理論では外部効果という代りに通常「外乱（disturbance)」や「負荷（load)」と

いう表現が用いられる。）外部効果は直接観測可能な場合もあれば、観測不可能で、その存

在は制御変墜の変化から間接的にのみ推量することができる場合もある。たとえば、そのよ

うな外部効果とは、自動車のドライバーにとっては道路の傾斜である。ドライバーは、傾き

を直接見ることによって知ることができる場合もあれば、自動車の減速や加速から間接的に

傾きを推量できるだけである場合もある。ＫＭモデルでは、最終消費がこの意味での外部効

果であり、それはまた観測可能であると仮定されていた。

以上のことに基づいて、最も単純な制御システムの図式が、第３－１図に示されている。今

後叙述の進展とともにこの図式は、より詳細に豊かにされていくであろう。

第３－１図開ループ制御

外部効果

※もし（自動機械ではなく）人間活動に関心をもつならば、介在は決定に先行される。し

かし、もし現実の介入がそうなるように意図されたものと全く同じであるならば－我々

のモデルではこの仮定はしばしば用いられる－，両者は概念的にのみ異なるだけであり、

量的には一致するのである。（編者）
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２．フィード・バック制御

●●●●●●

後との区別のために開ループ制御（openloopcontrol）と呼ばれる第３－－１図に描かれ

た図式では、制御変量の値は行為信号（そして何らかの外部効果）に依存しており、その逆

ではない。行為はシステムの外部から与えられる目標信号と外部効果によってのみ影響され

る。このような開ループ制御は実際には非常に稀である。しかしこの図式は現実のひとつの

近似として用いられる。この図式は被制御対象の諸特性に対する制御の作用について無知で

あるかまたは、関心がないような場合は、たいへん便利である。

第３－２図閉ループ（フィードバック）制御

外部効果

目標信号

鞍

大多数の制御対象では、制御変量について、少なくともそれらのいくつかについての情報
●● ●●●●

が集められ（測定measurement）、その得られた情報（検出信号detectingsignal）は、
●●●

制御対象の進行がこれらの信号にも依存するように制御装置へ再導入される。これをフィー
●●●● ①●●●・

ドバックと呼び、フィードバックのある術Ｉ御システムを制御回路（controlcircuit）と呼

ぶ。その最も簡単な図式が、第３－２図で示されている。

フィードバック制御の古典的な例が、サーモスタットである。制御対象は、サーモスタッ

トの温度で、制御装置はこの温度を計り、目標信号は指定された一定の温度である。調温器

がサーモスタットに流れ込む熱量を変化させて、締めしろは熱量を伝導するところに存在し

ている。ここでの外部効果或いは負荷は環境からサーモスタットに流れ込む熱量であって、

それは直接には観測が不可能である。

３．制御の分類

開ループ制御と閉ループ制御はすでに区別した。次に、閉ループ制御を次のような観点か
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らさらに分類しよう。

ａ）連続的操作システムと間欠的（intermittently）操作システム

ｂ）単一ループシステムと多重ループシステム

ｃ）定パラメータシステムと変パラメータシステム

。）線型システムと非線型システム

ｅ）確定的信号で作動するシステムと確率的信号で作動するシステム

ｆ）－変数システムと多変数システム

ｇ）外生的目標システムと高次システム

4．連続的操作システムと間欠的操作システム

連続的操作システムにおいては、制御装置は任意の時刻で行為信号を変化させることがで

きるが、他方、間欠的操作システムでは、この変化は選ばれた時点だけに限定される。この

ような２つの離散的な時点の間では、行為信号は一定のままである。連続的操作システムの

妃述においては、時間（ｔ）は任意の実数値をとりうる連続な変数である。しかし、システム

はある初jtll時点（たとえば時間ゼロ）から操作されるので、通常、非負のｊの値だけが検討

される。

間欠的操作システムの中から、特殊なケースだけを論じてみよう。そのケースでは、離散

的な１１hF点が等しい時間間隔に区分され、その区間が単位時間とされる。それゆえ、このよう

な場合、時間は整数（通常は非負の整数）値だけをとる。（ノー０，１．２，……）。単純
●●

化のために、以下「連続的操作システム」対「間欠的操作システム」と言おうと、連続
●● ●●●●

時間システム対離散Ⅱ寺間システムと言おうと、双方の言い方はどちらも同じことを意味して

いると理解されるべきである。通常前者の操作を記述するには、微分方程式による表現が、

そして後者の操作には差分方程式による表現が便利である。

「非価格制御」においては、連続的操作システムは、２．７．９章で論じられ、間欠的操

作システムは、１０．１１．１２章で論じられ、３．５．６．８章では、両方の種類が見い出され

るであろう。

５．単一ループシステムと多重ループシステム

単一ループシステムは、ある１点で過程が切断されるならば開ループシステムになるとい

う性質によって特徴づけられる。多重ループシステムはこの性質を有していない。
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●●ＣＤ●●ＣＤ●●●●●

したがって、単一ルーープシステムの場合、被制御サブシステムと制御装置の２つに分けら
●●⑪●

れる制御回路について論じることができる。この区分は、多重ルーープ制御には適用すること

ができない。なぜならば、多重ループ制御は、いくつかの関連しあう制御ループから成って

おり、あるループで制御装置の役割をはたす要素が、他のループでは被制御要素として現わ

れることがあるからである。

ここでは、主に、単一ループシステムに関心を寄せるが、「非価格制御」の12章では注文

信号を伴う多重ループ制御が論じられている。

ここで用語上の問題について一言付け加えておこう。すなわち、経済の実物域（Ｒ）と制

御域（Ｃ）の間、或いは実物プロセスと制御プロセスとの間が区別されていることがそれで

ある。ここでは、抽象的に制御システムを論じる時は、被制御プロセスと制御プロセスが区

別されている。では経済システムに関するKornaiの概念化［Ｋｏｍａｉ（１９７１）］から

引き継がれている先の考え方と一般的な制御理論の概念との間の関連はどんなものであろう

か。最も単純な経済モデルでは、本書大部分のモデルもそうであるが、被制御プロセスは経

済の実物域の集合の一部分であり、制御プロセスは経済の制御域に含まれる。しかし、現実

の経済やヨリ複雑な経済の多重ループモデルにおいては、経済の被制御プロセスとして現わ

れる制御域のプロセスもいくつかある。（たとえば．価格制御、信用規則、貨弊流通の制御

など）。また、たとえば貨弊の発行による貨弊供給の制御のように、制御域（Ｃ）の中で被

制御サブシステムと制御サブシステムの両方が機能する制御モデルもUlらかに存在する。し

かし、『非価格制御」ではこのようなモデルはなく、被制御サブシステムは常に実物域を含

み、かつほとんどの場合、それのみを含んでいる。

６．定パラメータシステムと変パラメータシステム

パラメータが時間から独立しているならば（被制御、制御両方のプロセスにおいて）、

システムは定パラメータを有するという。そして、パラメータが時間に依存して外生的に決

定されるならば、システムは変パラメータを有するという。「非価格制御」では、どちらの

システムも扱われる。６章から12章までは、定パラメータを伴うシステムを論じる。２章

５章、１０章では被制御サブシステムにおいて変パラメータも認められるが、一方、制御サブ

システムでは定パラメータである。13章では、制御、被制御サブシステムの両者が変パラメ

ータを有している。
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7．線型システムと非線型システム

制御、被制御プロセスの両者を数学的に記述するときに線型方程式（代数方程式、微分方

程式、差分方程式）だけが現われるならば、システムは線型であると呼ばれる。このほとん

ど同義反復の非常に不正確な定義は、線型演算子の概念をここで導入するのを避けるために、

このような形になってしまったものである。次のような重要な事にまず注意すべきである。

不等式の導入は（たとえ線型不等式であれ）線型システムを非線型にするかもしれないとい

うことである。「非価格制御」における主要な関心は線型システムにあるが、非線型性は１３

章でシステムに導入されるだけであろう。

8．確定的信号と確率的信号

制御あるいは被制御サブシステムの出力信号が同じサブシステムの入力信号だけに一意的

に（確定的に）依存するならば、この出力信号は確定的と呼ばれる。サブシステムからの出

力信号が同一の入力信号に対して確率的に変化するならば、確率的な出力システムであると

いう。制御、被制御サブシステムの両方の出力信号が確定的ならば、システムそのものが確

定的であると呼ばれる。外部より制御回路全体に影響を及ぼす入力信号（すなわち、目標信

号と外部効果）について少しもふれていないところがこの定義の特徴である。入力信号の性

質は、システムがどの程度確定的であるか確率的であるかについて何も語らないからである。

たとえば、サーモスタットは、一定の温度に対して一定の熱量を供給するならば、確定的に

作用しているといえる。サーモスタットの熱の損失がまわりの環境の状態にも依存しており、

かつその環境がランダムに変化するという事情は、システムが確定的であることには何らの

影響も与えない。また、目標温度を設定する人が、温度を選択する際にランダムに変化させ

るかもしれないという可能性も:重大な影響は与えないのである。「非価格制御」におけるシ

ステムはすべて確定的であるが、１１章は別で、そこでは行為信号が確率的になっている。

９．－変数システムと多変数システム

制御、被制御サブシステム両方の入力および出力信号が、それぞれ１つの実数値変数によ

って特徴づけられるならば、システムは－変数であると呼ばれる。このようなことは、工学

上の応用においてさえ非常に稀にしか現われない。したがって、我々の経済学的な分析にお

いて、多変数システムだけが論じられているからといって、特に弁明は必要でない。
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10・外生的目標システムと高次システム

ここで検討されるモデルでは、目標信号は時間を通じて一定であるかまたは変化するかの

いずれであり、それらは外生的に与えられる。「非価格制御」４章では、このような２種類

の制御が論じられる。それは、標準指標（ｎｏｒｍ）による制御と標準径路（ｎｏｍａ］batｈ）

による制御である。

ソシオエコノミックな全体的プロセスから切り離された特殊な部分的プロセスでさえ、こ

のような方法では不完全にしか記述することはできない。現実のシステム制御においては、
●●●●●の●●

目標信号ｶﾒシステム自身で作られて、目的修正や自己目標というような機能もまた存在する。
●●

たとえば、経験に照らして制御パラメータを変化させる学習や、或いは制御装置の構造や制
●●●●●

御、被制御組織の要素やそれらの間の相互関連などｶｺﾞ変化するというまさに自己組織化とし

て４章で若干論じられるような標準指標形成過程が存在している。そのような高次のソシオ

エコノミックな機能について定式化された記述について、あえて全く考えなかったというこ

とは－もちろん、それが重要であることも完全に承知しているが－－-ここでの研究の

初歩的な性格を示している。
●●●●●の●●

ここでなされている制御理論の用語上の一対の区別について言及しておくほうがよいだろ

う。そこでは、一方の所与の目標信号により作動するシステムは、他方の自己制御、学習、
●●●●●●●●

自己組織ｲﾋによるシステムと対比される。１章で言及された社会科学の用語上の二組の区別

は、この区別と密接に関連している。すなわち、歴史的限定勤学と永年的勤学との間の対比

（１．１８）や標準指標による制御プロセスと標準指標形成プロセスとの間の対比（1.11）

が存在しているのである。

３．２．時間領域における伝達要素

11．方法

制御システムを正式に記述するために利用できる方法は多い。それらには、グラフによる

技法が含まれ、最もよく知られているものとしてはブロック線図と信号線図とがある。［訳

者補論１参照］そのうち前者が、図示するために（標準的な記号を厳密に主張することなく）

ときどき用いられるであろう。しかし、多くの変数を伴う複雑なシステムの場合、図による

叙述は、平明さという利点を失なってしまう。利用することができる数学的叙述のうち、行
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列代数が当を得た道具であるように思われる。「非価格制御」でも、広範囲に渡ってそれに

頼るので、読者が行ｸﾘの取扱いに償れていると想定されている。また、すでに述べたように、

連続時間システムの記述には微分方程式の使用が、そして、離散時間システムには差分方程

式の使用が当然であるように思われる。加えて、理論的に記述し、分類し、分析することは、

システムをある種の標準的な（正準的な）形に環元することによって容易になるのである。

制御理論では、３つの標準形があるが、それらは、連続時間制御と離散時間制御に区別され

て、次の表に要約されている。

離散時間基準形式 連続時間

差分方程式一般時間傾域形式微分方程式

連続的状態空間表示離散的状態空間表示状態空間形式

フーリエ変換，ラプラス変換Ｚ変換周波数領域形式

これらのうち、時間領域形式だけが本節で論じられる。３．３は、ラプラス変換を扱うが、

本章では１Mいられないフーリエ変換とＺ変換は全く扱われない。

本節ならび次節においては、定パラメータを伴う線型のシステムに限定する。時間領域に

おいて、このように限定するのは意図的である。というのは、変パラメータや非線型性を伴

うシステムもここで論じられてもよかったからである。問題をこのように限定した理由は、

紙数が制限されたことと単純さを得ようと努力したからであるが、他方、通常の場合必要な

ことはこれで充分なはずである。

本書のさまざまの箇所で筆者達は、自分自身の分析のために最も適していると考える形で

自らのモデルを書いているので、非常にたくさんの関数の形（そして、それら同士の変換も）

を詳しく論じることが必要となる。しかしこのことは、それらを比較するのを困難にするの

である。以下での定式化によって、読者が異なった形式の背後にある類似性を認識されるよ

う希望する。

12.伝達要素

■●●●

単純化をさらにすすめるため、最初に完全な紺Ｉ御回路を記述することはせず、伝達要素と

呼ばれるシステムの基本的部分だけを述べることにしよう。単純な回路は、３．５．で、より複

雑で分割されたシステムは本書の５章だけで論じられるであろう。したがって、さしあ

たり、伝達要素を複雑な制御回路と連結する問題は無視しよう。
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伝達要素は、入力信号ベクトル（２））、出力信号ベクトル（ｙ）、そして、両者のあいだ

の関係の三者によって特徴づけられる。すなわち、入力信号がどこからきたのか（他の要素

からか、外部効果からか、目標信号からか）ということや、出力信号がどこへ行くのかとい

うととにわずらわされる必要はないのである。

13．連続的伝達要素の一般的微分方程式形

１）
定パラメータの線型要素は、次のような形に表わされる。

一・・’￣ｓロー＜-

A劇---+……+A,j,+ＡＵ+Aoy-B祠一旦21ﾕ+……+B`"＋B１，＋B･必ｄ〃ｙ．．．．、 Ｄ

ｄｒ〃 ｄ'耐
14.

〃＝〃(／}：四個の要素を持つ入力信号ベクトル。

ｙ＝yIt)：〃個の要素を持つ出力信号ベクトル。

ＡＩ（ｊ＝０，１，．．．，〃）：ソ×〃の定数行列

Bノ（ノー０，１，．．．，糊）：ｙｘａの定数行列

ここで、

〃は、微分方程式の階数と呼ばれ、Ａ〃は正則であると仮定される。

15．比例一積分一微分要素（ＰＩＤ要素）

次に方程式14にしばしば現われるケースを考えよう。

⑰ ● ●●

ｙ＝Ｂｏｚノ＋BIZノ＋Ｂ２ｚノ1６．

この方程式を時間に関して積分すると（積分定数を無視する）

●

ｙ＝二Ｂｏ血ｄｊ＋Ｂ,、＋B2Zノ1７．

このように特徴づけられた伝達要素は、比例一積分一微分要素と呼ばれ、右辺の和となっ

ているそれぞれの項は、その書かれている順に、積分動作要素（リセット）（１）、比例動

作要素（Ｐ）、微分動作要素（レイト）（Ｄ）を示す。３つの項のうち２つだけが存在する

1）変パラメータと非線型性を伴う伝達要素は、同じような方法で書かれる。
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ならば､ＰＬＰＤ或いはＩＤ要素と呼ぶ｡単なるP要索は､静学的である溌

例をとれば、ＫＭ－２モデルの制御サブシステムを伝達要素と考えれば、それは方程式系

２．３１－３２の中に含まれて記述されている。次のような記号を導入すれば、

い説
「q＊一ｑ
ｌ

ｌ（Ｖ､ＬＶ)e，

18.

瘡か
ｙ＝ 〃＝

，

Ｙｅｎ－Ａｅ〃

Ｚ

r汀

（したがって、ｙは（〃2＋２打）個の!』ＡＩ栄のベクトルで、ｚﾉは（〃２＋３〃）個の要素の

ベクトルである）。系２．３１－３３を、次の形に書くことができる。

●

zﾉ＋ＢＩＺ）

●

)ﾉﾆﾆＢｏ1９．

ここで

２

｜
Ｉ
に
ｌ
Ｉ
Ｉ
ｌ
ｌ
」

0」

「2B･

犀’
● ●

Ｂｏ＝ ●●

●

Ｃ２ ２ＢＣ

すなわち、まさにＰ’要素（比例十積分）が存在するのである。他方、ＫＭ－１モデルでは、

Ｂ，＝０であるので、積分動作が存在するのである。２）

※より一般的な用法では、線型のケースのみに限らないならば、入力信号と出力信号が通

常の方程式（すなわち、微分方程式や差分方程式ではなく）によって結びつけられている

とき、その要素は静学的と呼ばれるのである。（編者）

伝達要素の元の出力変数ｒ、
ｒ＝Ｌ〔Ｅ，Ｅ，

Ｙｅｊ＝〔０，０，…
ご＝〔０，０，…

Ｙ、ｚは逆変換により得ることができることに注意。

芯瑚}’6〕’十Ae1句L[＆…Ｅ川(j-L2,…,"）
｡Ｏ，Ｅ〕ｙ

2）
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20．連続的伝達要素の状態空間表示

定パラメータの線型の伝達要素の状態空間表示は、次の形をとる。

●

汀＝Ｐｊｒ＋Ｒ"

ここで好は状態ベクトル、

〃は制御ベクトル、

Ｐはシステム行列、

Ｒは入力行列、

21゜

である。

22.一般的な微分方程式形から状態空間表示への転換

14の一般的な微分方程式形は､次のような方法で21の形に変えることができる:）

－‐ｌｌｌＨｌｌＬ

「
０
．
．
１
１
１
１
１
。

ｙ
・
ｙ

Ｉ
ｉ
１

ｙ
ｌ
ｌ

ｄ加D

z4＝ＢｏＺ)＋Blz)＋…＋Ｂ’’１－－，
．／祠

，

｡〃

ｄｊ〃

字書鯨:…:…

ﾄ|LLL

形に置き代えられうる。

ｏｌ

ｌＪ

Ｏ
Ｏ
…
Ｅ ｊｒ＋ 11

AqlA〃

記号の自明な書き換えを施すと、これはすでに21の形に対応している。

3）これだけが、唯一可能な変形方法であるのではない。同じ微分方程式は異なる状態方
程式の形で書かれうるのである。
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23．出力方程式

伝達要素の出力ベクトルを得るためには、状態方程式21は、さらに次のような形の出力方

程式で補完されることを必要とする。

24.ｙ＝Ｓｒ＋Ｔ〃
●●●● ●

１４と同様に、〕ﾉを伝達要素の出力ベクトルと呼ぶ。行ﾀﾞljSが出力行列であり、行ﾀljTが補
●●●

助行ｸリ（auxiliaryMatrix）である。（Ｔ＝Ｏ，ｙ＝Sjrとおかれることがしばしばある。

すなわち、出力ベクトルは状態ベクトルにのみ依存するのである。）

たとえば、２２の状態ベクトルrから14の形の出力信号を再び得たいときは、

ｙ＝［Ｅ，Ｏ，……，Ｏ］刃

と選べば、２４の形（Ｔ＝Ｏ）に対応するのである。

25．間欠的伝達要素の一般的差分方程式形

間欠的に作動する伝達要素は、連続的に作動する伝達要素に対応するのが微分方程式形で

あったのと同様に、入力信号z）と出力信号ｙとに関する一般的な差分方程式として記述され

うる｡唯一の形式上の差は､微分演算子易とそのベキの代りに､差分演算子とそのベキが
書かれているという点である。差分演算子△とそのベキは、次の方程式によって定義されて

いる。

△x(／)＝え（/＋ｌ）－ｘけ)，

△A+'ｘけ1＝△/b巧（/＋１）－△Ａｒ(/)，１$＝１，２，……

たとえば

△2ｘけ)＝△jr（/＋])－△ｒ

＝［ｘ（ノ＋２)－刀（ｊ＋1)］－［jr（/＋ｌ）一jrけ）］

＝jr（ｊ＋２）－２ｘ（／＋１）＋ｒけ）

したがって、伝達要素の一般的差分方程式形は

26.Ａ"△"ｙ＋…＋Ａｌ△ｙ＋Ａｏｙ＝Ｂ、△，，'ひ＋…＋Ｂ，△Zﾉ＋ＢＯＤ

となるであろう。この差分方程式形に適用されうる概念と特定化は、微分方程式形14に対し
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て議論されたことと類似している。

しかしながら、間欠的作動システムの記述においては、差う

に一般的な）時間推移形を用いる方が有益であることが多い。

差分方程式形26の代りに、 (同様

27.Ａ〃ｙ(t＋〃)＋…＋Ａ１ｙ（ｔ＋ｌ）＋Ａｏｙ(t）

＝ＢｍＤ（ｔ＋噸)＋…＋Ｂ，〃（ｔ＋1）＋Ｂｏ〃(ｔｌ

次の公式を用いることによって、方程式26と27との間の転換がなされる。

〃

28.Ａ1-2(-1)腱-`(?)ﾉ､‘
Ｋ－ｉ

ｊ＝０，１，２，…，〃

〃？

B’－２(-1)ﾊﾞｰ，(ﾀﾞ)B‘
Ｋ－ｊ

ノー０，１，２，…，槐

そして、

”
里
”
２
吋

(；ｗ

(ｻﾞ)町

29.Ａｉ

LBノ

30・間欠的作動伝達要素の状態空間表示

間欠的作動伝達要素の状態方程式を記述する場合、２７の時間推移形から（すなわち、△演

算子形からではなく）出発する方が都合がよい。すると、状態空間表示21の離散的なバリア

ントとして、次の方程式を書くことができる。

31.苑（ｔ＋ｌ）＝Ｑｘ(ｔ)＋RzUIt）

そして、出力方程式24の代りに、方経式

32.，(ノ)＝Ｓｊｒ化)＋Ｔ〃(/）
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を書くことができる。これらの方程式に現われる変数と行列の定義は、Ｐの代りにＱの記号

で表わされているという点を除けば、２１と24の定義と同一である。Ｑが用いられている点の

説明は、次の通りである。

33．注意

状態空間表示の21と31との間の類似'性は完全というわけではない。３１を直接差分方程式に

岻換すれば、

△エー（Ｑ－Ｅ）ｘ＋Ｒ図

を得る。これは、２１と比較すれば、行列（Ｑ－Ｅ）が、当初のシステム行列Ｐに対応して

いることを示す。当然、こうした観察は、遮続型システムと離散型システムとの間の解や安

定性などを比較するところではどこでも、意味をもつことになろう。

3.3ラプラス変換

34.ラプラス変換について￣経済学的解釈

ラプラス変換が、経済学者によってしばしば用いられるような手法ではないということを

まず認,識しておこう。そこで紹介のために、経済学的な用語でラプラス変換の基本:事項の解

釈を行おう。しかし、実際にはこの解釈は完全に正しいわけではなく、また、変換が用いら

れる水苔の該当箇所で採用することさえできない。

ｘ(ｔ)を時間ｔの伽域ｔ≧Ｏで定義されたスカラー値、或いはベクトル値関数としよう。経

済学的説明を容易にするために、たとえば．x(t)はある時点ｔにおいて生じた費用、ｓを割

引率としよう。すると、プロセス妬(ｔ)の割引現在価値は、次の積分で与えられる。

Ｃｏ

Ｊｘ(t1e-．，`ｄｊ
０

明らかに、この現在価値を知っていても、それだけでは、元のプロセスを再構成するため

には充分ではない。というのは、時間を通じた配分が異なるプロセスが、同じ現在価値をも

たらすことも可能であるからだ。しかし、ただ１つの割り|率に対する現在価値だけでなく、

それについての充分に大きい集合に対する現在価値も知るならば、関数jr(ｔ１を再構成するこ

とができるであろうか。

上記の積分が存在する任意の関数に対して、肯定的な答を与えることができる。実際的に

－７９－



いえば、それが存在するためには、関数だ(t)が任意の指数関数よりも急速に無限大に近づか

ないということのみを必要とする。〔訳者補論２参照］関数罪Itlが連続であるならば、その

積分の収束のためにはその他の条件は必要としない。次に、上記の現在価値を変数ｓの関数

と考え、それをＸ(s)で表わせば、関数

０．

３５．ｘ(s)＝Jjr(r)e~ｓｊｄ／
０

は、関数え(t)のラプラス変換と呼ばれる。（これと同様に今後も、ある変数のラプラス変換

は、同じ文字のボルド体で表わされる。たいていの場合、これにより混乱をもたらすことな

く、独立変数ｔとｓを除くことができる。）今後、ラプラス変換の存在はどの関数について

も仮定されるが､それらを個々に検討することはない。

さて、実際上妥当なすべてのケースに対して、時間に関するもとの関数とそのラプラス変

換との間の－対一の対応が存在することがわかっている｡したがって、￣刀は他力から導き

だすことができるのである。ラプラス変換を作るには、上記の臓分をﾄﾘ用することになるが、

その逆変換は、実際の目的には用いることができない次の複雑な公式によって行なわれる。

ｌＤ十１．゜

x(/)＝－ＪＸ(s)ｅ'sds
２元』｡－…

36.

実定数｡は､適切に選ばれなければならない！）公式を用いる代りに．ラプラス変換は、
関数表から簡単に導きだせ、逆変換の場合ははるかに簡単になる。ここに、そのような表の

ほんの一例をかかげておく。（第３－１表参照）

逆変換に至っては、もはや何の経済学的解釈をつけることも不可能であることは明らかで

ある。今までは、変数ｓをあたかも実数を示すかのように述べてきたが、ラプラス変換の理

論では、ｓは複素数なのである。しかしながら、複素数値の割引率に対しては、経済学的解

釈を与えることはできないのである。

ラプラス変換を表わすには、時には記号Ｌ［・］を用い、逆変換には記号Ｌ-1［・］を

用いよう。したがって、この表記法で示すと、

37. Ｌいば)］＝Ｘ(s）

Ｌ－ｌ［Ｘ(s)]＝苑(r）

4）すなわち、ｏが関数Ｘ(s)の極の最大の実部よりも大であるようにである。
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となる。

第３－１表

関数番号 有効領域妬化），ｔ≧０ Ｘｌｓ）

ｌ
ｌ
ｓ Ｒｅｓ＞01 １

ｌ

夢
Ｒｅｓ＞0２ ｔ

〃Ｉ
￣

Ｓ〃＋】
t〃（〃：整数）３ Ｒｅｓ＞0

e-qノ（α：実数） Ｒｅｓ＞－ａ４
Ｓ＋ａ

α）

Ｒｅｓ＞0sincdt（｡：実数）５
Ｓ２＋①２

Ｓ

Ｒｅｓ＞0cosCdt（②：実数）６
ｓ２＋⑩２

38．ラプラス変換の若干の諸特性

ここで、表（第３－２表参照）に要約されているラプラス変換の若干の諸特性について述

べておこう。

線型の特性１と２によると、関数の和は、時間から独立な係数は不変のままにして、各項

ごとに変換することができるが、これは我々にとって特に重要である。ラプラス変換が微分

方堤式をｓに関する通常の（代数的な）方程式に変えるということを示す微分の特性５と６

もまた劣らず重要である'）［訳者補論３参照］

性質８の助けをかりれば、離散時間型システムもＬ－変換形に書き換えることができる。

これは、指数要素が出現するため、通常は実用的ではないが（この理由により、このような

場合は、代りにＺ変換がよく使われるのである。）、理論的な議論を単純にするのである。

5）特性５（そして６）の記述の際に、上ツキ添字ｏは、時点ｔ＝０でとる値を意味する。

これらの特性が保持されるためには、関数え（そして、ｔに関する〃－１次までの導関

数）点Ｏの左側で連続であることが仮定されている。これは、いわゆる切り換え現象を

排除している。反対のケースでは、左側極限は（ｔ→－０）を意味しなければならない。
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第３－２表

特性ＸＩｓ）特性番号 x(ｔ)，ｔ≧０

αｌｒｌ＋CZ2X2（αIa2実数）ａ１Ｘ１＋oC2X2 線型Ｉ性1

Ａ巧（Ａは定行列） 線型,性２ ＡＸ

葱(合)(αは実数） ａＸ（ａｓ） 相似性３

e-mx（αは実数） 減食Ｘ（ｓ＋α）４

ｓＸ－ｘｏ 微分５ Ｘ

……‐鼻鬮rヤニif等Ｍ分
跣｜舐６

Ｘ
ｌ
Ｓ岾灘『 価分７

ｘ（ｔ＋α）（α二０） ｅａｓＸ 時I1il領域内移釛８

39．伝達要素のラプラス変換

定パラメータの線型の伝達要素のラプラス変換は、次のように111:かれる。

40. ｙ＝Ｆ▼

ここで、▽は入力ベクトルの、そしてｙは出力ベクトルのラプラス変換であり、行ﾀ'1Ｆは、

いまや定行列ではなく、それ自身がｓの関数であり、伝達行列（transfermatvix）と呼ば

れる。この形は、連続的および間欠的に作動する伝達要素の両方を紀述するには適している。

41.状態空間表示からＬ－変換への転換

まず、方程式21と24で記述されている連続的な状態空間表示について考えよう。

●

』『＝ｐｊｒ＋Ｒｚ４

ｙ＝Ｓェ＋Tzu．
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第３－２表の性質２と５を適用すれば、この２本の方程式のラプラス変換は、次のように

なるであろう。

ｓＸ－ｘｏ＝ＰＸ＋Ｒｕ42.

43.
ｙ＝ＳＸ＋Ｔｕ、

42より、

Ｘ＝（ｓＥ－Ｐ）－」（Ｒｕ＋ｘｏ）、

を得る。これを43に代入して、

ｙ＝［Ｓ（ｓＥ－Ｐ)－'Ｒ＋Ｔ］、十ｓ（ＳＥ￣Ｐ)-ｌｘ｡、

ここで次の紀号を導入すれば、

ＪＪザル…川､ⅢO
Ｌ＿ｊ Ｌ＿ １

０

ｓ（ｓＥ－Ｐ)-’

４０の形の仏座奨索の刀催式を直接１１｝るのである。

この変換から明らかなように、ラプラス変換を適用する時に、入力信号のベクトル

の中に、状態変数の初期値ｘ･を含むということは理に適ったものである。（これは

まさに理論的である.’伝達要素の初期状態は、過去から、すなわち外部からもたら

されるものであるからだ。）

一般的微分方程式形（14）で与えられる伝達要素は、まず状態方程式形（22参照）

に置かれ、そして次に上tidの変換を施されることによって、ラプラス変換の形にする

ことができる。しかし、ラプラス変換は、一般的な微分方程式形からも直接に求めら

れるのである。ここでは、そのための複雑な公式を与えることはしないが、変換の結

果として、入力・出力双方のベクトルと、その導関数の初期値が含まれ（第3.2表，

特性６を参照）、そしてこれら初期値もまた、ラプラス変換の入力ベクトルの定義の

中に含まれねばならない、ということだけを注意しておこう。

今度は、方程式31-32で記述された離散時間型の状態空間表示について考えよう。

r（ｔ＋ｌ）＝Qjrけ)＋Ｒ邸(ｊ）

ｙけ）＝ＳｘＩｊ１＋Ｔ"け）

－８３－



第３－２表の性質２と８を適用することにより、

ｅｓｘ－Ｑｘ＋Ｒｕ．

ｙ＝Ｓｘ＋Ｔｕ．

を得る。最初の方程式より

ｘ＝（ｅｓＥ－Ｑ）-1Ｒｎ，

これを第２式に代入して、

ｙ＝［Ｓ（ｅｓＥ－ＱｙｌＲ＋Ｔ］ｕ，

を得るが、これはすでに4Oのように希馳された形である。

3.4．単純な制御ループの標準形

44．単純な制御ループ

伝達要素を表示する代替的な方法についてはすでに知識を得たので、次に、単純な制御ル

ープのいくつかの標準形について議論を進めることができる。出発点として、第３－２図で

示された単純な制御ループの図式をとり、次の標準的な記号を導入しよう。

ｘ：制御変hitベクトル

ｙ：検出ベクトル

ｙ＊：目標信号ベクトル

ｚｚ：行為信号ベクトル

ｚ：外部効果（外乱）ベクトル

さらに、次のことが仮定される。

45．制御変量から検出信号を生み出す測定プロセスは、比例（Ｐ）要索であり、外乱の影稗

はうけない。（すなわち、測定における誤差は考慮に入れないのである）。

●●●●●● ●

46．制御サブシステムの入力信号は、制御動作信号（actuatingsigI1al），或いは、偏
●●●●●

差ベクトルであり、これは、目標信号と検出信号との差のベクトル、ｙ＊一ｙに他ならない。

－８４－



47．連続時間型制御ループの標準的状態空間表示

被制御サブシステムの方程式は、

48.ｒ＝Ｇｊｒ＋Ｈ冴十Ｉご・

であり、

測定方程式は、

49. ｙ＝Ｍｘ．

であり、

制御装置の方程式は、

50゜ｚイール＋Ｋ（ｙ*－ｙ）＋Ｎご・

である。

４８は、入ノノベクトルｕ、Ｚと状態ベクトル汀による被制御プロセスの状態空間表示であり、

49は、出ノノベクトルが状態ベクトルにのみ依存するケースに対する制御プロセスの出力方程

式である。５０は、状態ベクトル邸と入力ベクトル（ｙ＊－ｙ），ｚによる制御プロセスの状

態空間衣'八である。ここでz（は、同IＩ『に'１１ノノベクトルであり、それゆえ制御装置は別に出力

万WIL式は持っていないＵ)である。

これはしばしば生じることなのだが、被制御サブシステムが実物プロセスだけで構成され

ているならば、方漉式48は、連続時間型の実物域（Ｒ）の、そして49と50は制御域（Ｃ）の

標準的な状態空間表下を与える。後に論じる離散時間のケースにおける標準的な状態空間表

示と標準的なラプラス変換についても、同様のことが成り立つ。

制御ループの標準的な状態空間表示はまた、ループがもはや２つの要素の総合としてでは

なく、単一の要薬として考えられるような方法で書き換えられる。そうすると、その状態ベ

クトルは、に'，〃′］'に、入力ベクトルは、［ご'，ｊ'*］'に、出力ベクトルはｒになるの

である画この場合、５０においてｙのところにMJrを代入するだけでよい。

51.

|:ﾄLMllｶﾞﾙlI2に］
…｡'に］

－８５－



………''いり]…‘………
ム行列ＧとＪだけでなく、また出力（測定）行列Ｍだけでなく、入力行ﾀﾘＨとＫにも依存し

ているということは注目に値する。

52．離散時間型制御ループの標準的状態空間表示

標準的な状態空間表示の離散的なパリアントは、連続的なものとの類推で簡単に客くこと

ができる。４８と50の左辺の微分演算子の代りに差分演算子を書き、若干の簡単な計算をして、

（Ｇ＋Ｅ）と（Ｊ＋Ｅ）をＧ、Ｊで置き換えると、

53. 斑（/＋ｌ）＝Ｇｊｒｌｊ１＋ＨＷ)＋ＩｚＩｊ１

yl/）＝ＭｒＩｊ）

〃（/＋ｌ）＝皿は)＋Ｋ［y*(Ｚ１－ｙ(/)］＋Ｎｚ(/１．

が得られる。この標準形も51と同じような形に書き換えることができる。

[川]-[:M北Ｈ１Ⅲ1別
…｡｣lilill

54.

55．制御ループの標準的なラプラス変換表示（『非価格制御」第８章の第８」図も参照

〔訳者補論４参照〕）

被制御サブシステムの方程式は、

Ｘ＝Ｈ、十Ｉｚ．56.

であり、
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測定方程式は、

57. ｙ＝Ｍｘ，

であり、

制御装置の方程式は、

58.ｕ＝Ｋ（ｙ*－ｙ）＋Ｎａ

である。

ここに現われている行ﾀﾘＨ，１，Ｋ，Ｎは通常、ｓの関数であることは注意されるべきで

ある。芒して、標準的な状態空間表示（48-50）から特に、方程式56-58をひきだすとする

ならば、これらの行ﾀﾘと行列Ｈ，１，Ｋ，Ｎとの関係は次のようになる。

59. Ｈ＝（ｓＥ－Ｇ)－１Ｈ

Ｋ＝（ｓＥ－Ｊ７ＩＫ

Ｉ＝（ｓＥ－Ｇ)－１１

Ｎ＝（ｓＥ－ＤＦｌＮ．

ここで、初期値Ｚ。、㎡に対応する項はまだ考慮には入れてない。

56-58から(Ｍ御ループの他のlulW:形（51に対応する）へは、次のようにして移すことがで

きる。５７１Ｄｙを58に代入し、そしてその〃を56に代入すれば、

ｘ＝ＨＫｙ＊－ＨＫＭｘ÷（HIV＋Ｉ）ｚ、

を得る。右辺の第２頃を左辺に移行して、その存在が仮定されている（Ｅ＋ＨＫＭ）の逆行

ﾀﾘを掛ければ、

60. x＝（Ｅ＋ＨＫＭ）￣ＩＨＫｙ*＋（Ｅ＋ＨＫＭ)~’（ＨＮ＋Ｉ比．

となる。

制御ループのこの第２の標準形において、行列

61.Ｙ＊＝（Ｅ＋ＨＫＭ)~ｌＨＫ ［＝ＨＫ（Ｅ＋ＭＨｍ－Ｉ］

は、目標伝達行列と呼ばれ、行ﾀ|」

Ｚ＝（Ｅ＋ＨＫＭ）-１（ＨＮ＋Ｉ）62.

は、外乱伝達行列と呼ばれる。この記号を用いれば、６１を次のような単純な形に書くことが

－８７－
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できる。

6３ ｚ＝Ｙ＊ｙ＊＋Ｚｚ．

安定性3.5．制御の評価規準

64．制御の評価規準

制御の良さやその応用可能性は、様々な観点から、また様々の規準から判断されること、

そして、個々のケースにおいてどんな規準を用いるのが適当かということを決定するのは制

御目的だということを主張するのは月並みなように思える。

制御理論の工学的応用において、制御システムの安定'性は基本的な規準である。それは、

外乱の生じた後に、システムがある特定化された状態（径路）の近傍に到達し、結局そこに

とどまり続けるかどうかということを示す。このような問題設定は経済システムの研究にと

って満足のいくものではないと、本書の多くの執筆者は考えた。それゆえに、コルナイとマ
ロ●●●の

ルトシュは、２章ですでに存続可能性という考え方を導入し、それに続く禰章でも、この機
●●●●■●●

念は重要な役割をひき続き果たしている。６章では、プローディが適切な誘導;|i'１御

（correctlyorientatingcontorol）という概念を導入した。概念をこのように拡張した

動機は、経済の制御を検討する場合では、初期時間の直後に生じるプロセス（過渡プロセス）

が、最終的に接近する（しかし、現実的には決して到達しないような）状態よりも重要とは

いえないが、それと同等に重要であるという共通した考えによってひき出されたものである。

上記のような考え方は、筆者らの研究に２つの大きな重荷を背負わせることになった。一

つは、内容に、もう一つは方法論に関してである。

内容に関することを言えば、不安定なシステムは、遅かれ早かれ経済的な意味でも許容で

きなくなるのである。所与の抽象水準では、我々はどのくらいの期間に渡りシステムを許容

しうる範囲内で行動させるかについての知識をもっていないので、結果的に安定性の分析を

欠くことができないのである。もう一つの技術的な困難とは、安定性に関する概念と分析方

法が適切に作用し、広く利用されるかぎりで、作動可能性などのシステムに追加される要請

を検討するために必要な概念的道具をもって実験を始めることができるという矛盾から引き

出される。これらを数学的に分析するためには、せいぜいアドホックな方法だけが利用され

うるのである。

私の個人的な意見では、これが、なぜ、今まで本書で論じられている過度に抽象化された
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モデルの枇界から脱け出せなかったのかという主な理Ｈ１なのである。

これはまた、制御理論の概念と数学的基礎について述べる本章において、なぜ安定性規準

に関する詳細な議論に限定するのか一一これは、不適切で残念であるが－ということ

も説明する。我々はその他の規準に関する一般的な収り扱い方を与えることができないので

ある。

65．安定性の概念

制御理論、特に現代的制御理論においては、多くのシステム安定性についての考え方が知

られており、使用されている。加えて、不幸なことには、もし単純な用語法を求めるならば．

いくつかの難点が生じる。というのは、古典的（線型）理論で使用される用語法は、リャプ

ノーフにはじまる現代的（非線型）理論で頻繁に使用される考え方と一致しないからである。

それゆえ、経済学者が安定性の概念を必ずしも同じ意味で使用しないとしても驚くに値しな

い。比較するため、２種類の概念を次の表に要約しよう。

現代的（リャプノーフ）

不安定

漸近的安定でない安定

漸近的安定

古典的（線型）

不安定

境界線止

安定 }蕊
本諜では、その大部分において線型システムのみが論じられるという事実にもかかわらず、

リャプノーフの用語法が使用される。

岐後に、読者に注意しなければならないことがある。制御理論（或いは、はるかにさかの

ぼって力学）に源をもつ安定性の考え方は、常識的な語法やまたは、経済生活における安定

性によって意味されることと一致していないのである。特に、ここで使用される安定性の考

え方は、長期間に渡る場合でさえかなりの振動を認めるし、（シスラムが漸近的安定でない

安定の場合。）、ことのほか初期におけるプロセスの過渡段階ではそうである。（漸近的安

定の場合）また、システムが強い外乱に反応し、その後ゆっくり減衰していく場合も排除さ

れない。しかしながら、経済学者はそれと反対に、経済システムの振動が比較的小さな振幅

で、大きな揺れを伴うことなく外乱に耐えることができる場合にのみ安定と考える。この必

要条件は－とはいうものの、この条件は物理学や制御理論で通常やれているほど正確に

定式化されているわけではないが－，制御理論の安定性概念よりもおそらく厳しいもの

である。
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以下で、状態空間表示から出発して（元来はヨリー般的形式で記述される）、リャプノ

ーフの安定性概念を導入しよう。

66.基本解

21と３１における状態空間表示について考えよう。

品＝Ｐ尤十Rz867． え（／＋１）＝Ｑｘｌｊ１＋ＲｚＪｌ／）

５１と54で見たように、標準形で書かれた制御ループもこの形にすることができる。（との

点からは興味のない出力方程式を今は無視する。）上記の方稚式に脚＝図(/1＝ｏを代入すれ

ば、同次システムの解

ｘ

ｐ
且

ｏ
ｒ

68゜ x（/＋１）＝Ｑｘｌｊ）

●●●

で、初期条件〃１０)＝r･を満たすものは、基本解と呼ばれる。したがって、ノIlf本解はシステ

ム行列Ｐ或いはＱと初期状態〃.にのみ依存するのである。

69．不安定、安定、漸近的安定

●

同次システム6８（そして、これに関j幽している67も）は、避本解が有界でないならば、不
●●

安定と呼ばれる。基本解が有界であるならば、システムは安定と呼ばれ、安定でかつ蕊本解
●●●●●

がｔ→｡｡の時ゼロに近づくならば、漸定的安定と呼ばれる。

70．状態方程式の解

以下では、線型システムの安定条件を検討しよう。そのために、６７の２つのシステム（連

続型と離散型）の解が、陽関数形で求められるであろう。一一これらの解は、水密のいた

るところでも使用される。

71．連続時間型状態方程式の解

次のような微分方程式系の解を求める

－９０－



●

72.ｊｒ＝二Ｐｊｒ＋Ｒｚ０．

６）
積分因子ｅｘｐ（－Ｐｔ）を両辺に掛け、整理すれば、

ｅｘｐ(-Pt)ルーＰｅｘｐ(-日)妬＝ｅｘｐ（－Ｐｒ）Ｒ"．

左辺は関数ｅｘｐ(－Ｗ)ｒの微分となっているので、両辺を０からｔまで積分すれば、

exp(－Ｐウェに)lL-o＝ｊｅｘｐ(－Ｐ『)Ｒ"(て)dＴ
Ｏ

ｅｘｐ(－Ｐｊ)jr-xo＝ｊｅｘｐ（－Ｐｒ)Ｒ脚Ｉｒ１ｄｒ，
０

それゆえ、求める解は

jr＝ｅｘｐ(Ｐ/)Xo＋Ｊｅｘｐ［Ｐ（ノーr)］Ｒ郡に)。「，
０

73。

である。

この公式は、むしろ解の象徴的な表現として考えた万がよく、とれ自体では解を計算する

ためにも、またその分析のためにも不充分である｡しかし、次の２点は明らかである。

ａ）右辺の第２項として書かれている積分が存在するならば（このための条件は、今検討

されない）、任意の初期ベクトル兀○に対して、システムは唯一の解をもつ。

ｂ）解は２つの項から成っている。第１項は、初期値jrl0,＝兀・としたときの同次方程式

ｘ＝Ｐｒの解（基本解）に対応し、〃に依存しない｡第２項は、初期値馴O)＝０とした
●

ときの力漉式72の解に対応し、正。に依存しない。次に、ｊ[が/だけでなく刀.とz↓の

関数であると脅えよう。すると、

ｊｒ＝jr（かｘ０，脚）．

定義66により、システムの基本解は、

74。ｘ・＝〃（/，ｘｏ，０）＝ｅｘｐ（ｐノ）ｘｏ

７１

になる。Ｐは、〃×〃行列で刀個の異なる固有値をもっと考えよう。それらをハ，

6）行列関数ｅｘｐＺは無限級数

ｅｘｐＺ＝Ｅ＋

で定義され、いつでも収束する。

ＺＺ２

ｊ－ｉ＋冗十……

7）Ｐに対して重複する固有値を許すならば、解はより難しくなってしまうので、このよ

うなケースは論じられない。
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恥で表わし、

Ａ＝＜スレ……，l”＞

をそれらからなる対角行列としよう。すると、周知のように、Ｐを

Ｐ＝Ｃ－ｌＡＣ；

という形に表現することができる［訳者補論５参照］・収束するベキ級数腔開可能なｐの

関数Ｔは、すべて次の形に置くことができる。

ｒ(Ｐ)＝Ｃ－１ｒｌＡ)Ｃ、

それゆえ、関数ｅｘｐ（Ｐｂは、
１

打
祠
、
Ｊ
］
。
．
８

e｣ilC-Ie;ｅｊＣ．ｅｘｐ（Ｐｊ）＝ＣＩｅｘｐｍ/）Ｃ＝

という形に書かれる。ここで、

Ｄｉ＝Ｃ－Ｉｅｉ５ｊＣ

という記号を導入すれば、結局、

〃

75.oxp(P'〕-座"､＃．
ｉ－ｌ

とし、うようIと表現される。

今度は、公式75の右辺の個々の項ｅ』【Ｄについて検討しよう。（単純化のため、添字ｊは

省かれている。）行列Ｐに関しては、これ以上仮定をおかないとするならば、スは、実数か

または複素数（或いは純虚数でさえ）の値をとりうることになる。実数のl1IiI有{l畝に関する

項は何の困難もひき起こさないが、複索問有値スに関する項は、実数値関数ｅｘｐ（Ｐ/）が襖

素数表現として得られていることを示す。これを避けるためには、関数は他の形で表現され

ねばならない。周知のように、実行ﾀﾘＰの複素固有値は、共役な組で現われ、共役なliFl有価

に対応する共役な固有ベクトルの組が属する。したがって、２つの共役な'ｈ|何ベクトル

』＝６＋ｉの

スーＤ－ｉの

に対して、共役な行列

ｊ
Ｊ

平
ｖ

＋の
の

く
く

１
’
２
ｌ
ｌ
２

ｌｌ

Ｄ
｜
，
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が対応する。すると、７５の右辺のこのような共役な組の項の和は、次のように変形される。
｡

（さく＝ＣＯＳ（＋ISi､〈という関係を用いる）

76..叫岬万十…川(…)+;筐`…川､-1⑰

-;｡"[(……i…)､+'唾)+に｡…-；…，(…)］
＝eoK［(cosuM)①＋ｉ（sｉｎ⑩！)Ｖ］

したがって、このような変形を行うことによって、ｅｘｐ（Ｐｔ)を実数の形で得ることが

でき、これを74に代入することによって基本解兀。も得ることができる。一般解を与える

公式73の右辺の積分を展開するために、同じ変換を使用することができる。

７６の岐後のｸﾘにある行ﾀﾘの１要素は、はるかに簡単な形で表現することができる。αを

行ﾀﾘのの任意の要素、βをそれに対応する行ﾀﾘｯの要素とすれば、標準的な三角関数の関

係を用いて、

77.αcoscDt＋βＳｍのノーｒｃｏｓ（⑩/＋８）．

ここで、アー伝干ｶｺﾞは振動の振幅で、

←…､(-:形……

78．個々の（共役な組の）固有値に関する項の分析

いまや、７５の和における個々の項、すなわちＰのひとつのｌｊ１ｊ有値や共役な複素固有値の組

に関係した項が、時間を通じてどのように変動するかを検討することができる。６つのケー

スを区別しなければならない。

ａ）固有値ルが正の実数ならば、eAi′は、ｔ→｡。のとき＋゜･へ単調増加する。

ｂ）ハが負の実数ならば、ｅｊｉ’は、ｔ→｡｡のときＯへ単調減少する。

ｃ）ハー０ならば、すべてのｔでｅ小Ｔ＝ｌとなる。これは、定数項を生じさせる。この

ケースは、システム行列Ｐが特異であるときにのみ現われるが、本書では論じられない。

ｄ）ハとスノが、正の実部をもつ共役な複素根であるならば、７６において６＞Ｏなので、

ｔ→｡｡のときｅ８ｊ→＋－となる。二番目の要素と考えあわせると、７７から明らかなよう
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に、振幅ｒｅ８ｉで無限大に発散する周期的振動となる。

ｅ）恥とスノが、負の実部をもつ共役な複葉根であるならば、７６において６＜０なの

でｔ→｡。のときｅＯ'→０である。周期的要素を考慮すれば明らかに、ｔ→｡｡のとき振幅

がＯに近づく減衰振動となる。

ｆ）ルとスノが、ゼロの実部をもつ共役な複索根（すなわち純虚数）であるならば、

６－０、e6r＝１となり、一定の振幅の振動となる［訳者補論６参照］。

79.連続的な作動システムの安定規準

上記の分析より、システム行列Ｐの固有値がすべて異なる場合に対する安定性規準は、す

ぐに導かれる。

80．システム行列の固有値のうちの少なくとも１つが１１との実部をもつならば、そのシステム
●●●

は不安定である。

●●●●●

81．システム行ﾀﾘのすべての固有値が、負の実部をもつならば、システムはilﾘT定的安定である。

82．システム行列のすべての固有値が、非''三の実部をもつならば、システムは安定である。し

たがって、すべての固有値が非正の実部をもち、そのうちのいくつかがゼロであるならば、
ｑ●●●●●

システムはｉｉｉ近的安定ではない安定である。

実根に対しては非周期的な項が、複索根に対しては周期的な項が対応している。

上の規準の中で80と81は、システム行ｸﾘが重根をもつときでも成り立つ。しかし、純虚数

の重根がある場合は、システムは不安定になるのである。

規準80-81は、連続的に作動される安定なシステムの固有値は複素平面上の閉じた左半平

面の中に位置し、他方漸近安定なシステムの固有値は開いた左半平面に位置するというよう

にも表現される。

83．離散型の状態方程式の解

－９４－



84．差分方程式

“（ｔ＋１）＝Ｑ巧(t)＋Ｒ〃(t）

の解を、７３と同じような方法で求めよう。

方程式の両辺にＱ~[~'を掛け、移項して、ｒ＝ｏから（ｔ－ｌ）までの和をとると、

ｔ－ｌＩ－ｊ

Ｚ［Ｑで-1尤（て＋1）－Ｑ~『〃（て)］＝ＺＱ~『‐’Ｒ〃(て)．
Ｔ＝０丁＝０

となる。左辺は２項をのぞいてすべて消去され、

ｔ－ｌ

Ｑ－(ｘ(t)－発｡＝ＺＱ－憲一’Ｒ〃(て１．
Ｔ－⑩

となる。したがって、最終結果として、

ｔ－ｌ

ｊｒ(t)＝Ｑｔ。'＋ＺＱﾉｰr-IR〃(て１．
「■０

85.

を得る。

この解に関しては、７３の解について述べたと同じことが言える。先と同様に、同次方程式

え（ｔ＋ｒ）＝Qrltlの解、すなわち蕊木解

汀．１ｔ)＝ＱＬＸｏ．86.

に注意の焦点をあてよう。Ｐと同じようにして行列Ｑのスペクトル分解を行えば、次のよう

な形のＱを｢(｝ろ。［〃佃の異なるlFil有価をもつと仮定（75参照）］

87。Ｑ１－ｆス１，心
ｊ＝１

スｉをi､常の極座標形で書くと、

ｽi=＆(ＣＯＳのi+isincdi)

ここで、

＆＝’ん｜は、固有値スガの絶対値で、

｡'＝arctan-L｣ユムは、ハの偏角である。
Ｒｅスガ
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ド・モワープルの公式を適用して

』｜＝６１（ＣＯＳ②ｉｔ＋ｉｓinのｉｔ)．

1組の共役な複素根に対応する項を加えれば、７６に対応する次のような形の実数項をうる゜

88. 6t[(COSのt)①+(ＳｍのｔＭ]

そして、［］の中の要素も７COS（ｕｊｔ＋ｅ）の形に書くことができるのである。

89．固有値の分類

７８と同じようにして、公式87の個々の固有値や共役な組の固有値にUM係した項を分類する

ことができる。

ａ）恥が実数で、’より大ならば、スノ→＋－となり、単調に贈川する。

ｂ）』ｉが実数で、（－１）より小ならば、ス｝は交互に止（ｔ＝偶数）、負（ｔ＝奇

数）の値をとり、その絶対値は単調に増加し、無限大に向かう。

ｃ）恥が実数で、－１＜スｉ＜１ならば、入）はＯに近づく。さらに言うと、ルが'［

ならば、単調に減少し、町が負ならば、符号を正と負に交互にかえながら絶対値は単

調減少するのである。（０の固有値に対応する項は、８７の和には現われることさえない｡）

ｄ）ハー１ならば、ス｝＝１で、定数頃となる。

ｅ）スー－１ならば、ス）は交互に－１と＋１をとる。

ｆ）８８によれば、1組の共役複素根は周期的に振動する項をもたらし、その根の絶対値が

１より大ならば振幅は増大し、１より小ならば減衰し、ちょうど’に等しいならば￣定

（非減衰）である。

90．間欠的に作動されるシステムの安定基準

システム行列Ｑの同有値がすべて異なるならば、次のような安定規準を得る。

●●●

91．システムの行列が１より大きい絶対値の特対値を１つでももてば、不安定である。
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92.行列の特性根のすべての絶対値が１より小さいならば（＋ｌという値の根は含む）、
●●●●●

漸近的安定である。

●●

93．行列の特１Ｍ二根のうち１より大きい絶対値をもつものがひとつもないならば、安定である。

ｌを超える絶対値をもつ根はひとつもないが、ちょうど１に等しい絶対値をもつ根（＋ｌは
●●●●■●●●●●●

除く）があるならば、ｉＷＴ近的安定ではない安定である。

正の実根に対しては、非周期的な項が対応し、負の実根と複素根に対しては、周期的な項

が対応する。

したがって、間欠的に作動される安定なシステムの固有値は、複索平面の単位円上とその

内部に位置し、他方、漸近的安定なシステムの固有値は、すべてその単位円の内部（おそら

くは、点ｌ＋ｉ・０を含む）に位置しているのである。

（第３章は、特に／１K11｝のために筆者によって書かれた。主題に関連する大部分のことは、

制御理論の数学的力法を論じるどの教科書にもみることができる。文献リストに若干の題名

をみることができる。）

[訳者補論一第３章注解］

［１］ブロック線図とは、第３－２図のように、伝達要素をブロックにし、信号の流れを線

で表わしたものであり、人力信号を、、出力信号をｙ、伝達要素をＦとすれば、一般的に

は、

というように表わされる。

他方、信号線図とは、ブロック線図とは反対に、伝達要素を線で、信号を点で表わした

もので、

Ｆ 〕〃

というように表わされる。

[２］これを数学的に言えば、ある正数Ｍ、αが存在し、ｔ＞Ｔなるすべてのｔに対して、

"(t)｜＜Ｍｅ｡’

－９７－
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が成立するということである。

[３］前章におけるＫＭ－２モデルを例にとって、ラプラス変換を利用して微分方程式を解

いてみよう。ここでは、ｑについて具体的に検討しよう。２－１９より、

●●●● ●

ｑ＝ｒ－－Ｙ１－Ｚ

●● ● ●

２－３１より、ｒ－Ｙ１－－Ｚ＝－２ＢＣｑ＋Ｃ２（ｑ＊－ｑ）であるから、

●の ●

ｑ＝=－２ＢＣｑ＋Ｃ２（ｑ＊－ｑ）

となる。第ｊ要素に注目すれば、

●● ●

ｑｊ＋２ＢｉＣｉｑ＋Ｃｉｑｉ＝Ｃ；ｑ/i‘

という２階の微分方程式が得られる。これをラプラス変換し、Ｌ（ｑｊ）

けば、（以下では/を省いて計算する。）

＝Ｑｊ（ｓ)とお

(ｓ２Ｑ(s)－ｓｑｏ－ｑｏ)＋２ＢＣ（ｓＱ(s)－ｑ･)＋C2Qls)＝Ｃ２ｑ*Ｌ
Ｐ

Ｓ

これは、第３－１，２表によれば、容易に導き出される。

これを、Ｑｌｓ)についてまとめて、

ｃ２ｑ＊
（ｓ２＋２ＢＣｓ＋Ｃ２）Ｑ(sl＝－＋ｓｑｏ＋ｑｏ＋２ＢＣｑｏ

Ｓ

とこで、

ｓ２＋２ＢＣｓ＋Ｃ２＝（ｓ＋ＢＣ）２＋Ｃ２－Ｂ２Ｃ２

＝（ｓ＋ＢＣ）２＋Ｄ２

とおけば、

●

９０＋ＢＣ（ｑｏ－９*）ｓ＋ＢＣ

Q(s)＝上勝（９．－９*）
Ｓ

＋

（ｓ＋ＢＣ)2＋Ｄ２ （ｓ＋ＢＣ）２＋Ｄ２

逆変換をとって、

９＝L-l(Ｑに)}-9*ｒｌ(Ｌ}十（qo-9*)Ｌ-1｛
Ｓ

s＋ＢＣ
）

(ｓ＋ＢＣ）21-,2

１●

＋（９o＋ＢＣ（９(1--9*））Ｌ-1（ ｝
(s＋ＢＣ）2＋Ｄ２
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第３－１，２表を参考にすれば、

９＝９＊＋（ｑｏ－９＊）ｅ－ＢｍｃｏｓＤｔ
Ｏ

＋台(i●+BC(9-,鱸)1.-…､D‘

なお、第２項と第３頃にｅ－Ｂｑが掛けられているのは、性質４によっている。ここで、

i･＝ｱ｡＿Ｙｏ１－ｚｏを代入すれば、９の第/要素は､次のように解かれる。

〃

…,+…'[(…`jM-州占(…称?-国Ｙｂ
＊

ノーＩ

－ｚＰ＋Ｂｊｃｉ（ｑｉ－９γ））］

これを行ﾀﾘ表示にするには、添字ｊをとるだけでよいのだが、記号は次のように定義さ

れることに注意しなければならない。

ｌ

Ｄｌ１０
，２

●

E－ＢｌＣ１ｔ
Ｏ

ｅ－Ｂ２ｃ２ｔ
D戸Ｉｅ－Ｂｃｔ

●

●

ｌ

Ｄｈ
0ごBｎＣ0

ｓｉｎＤ１ｔ

ｓｉｎＤ２ｔ

●

ｏｓＤ１ｔ

ｃｏｓＤ２ｔ

●

００

ｓｉｎＤｔ＝cosDt＝

●

0
ｓｉｎＤ”０cｏｓＤｎ

Ｖとｗは、これと同様の方法で解くことが出き、γ、Ｙ、ｚは、解いた９，Ｖ、ｗを１９

に代入して求めることができる。

－９９－

q■



［４］第８ l図は、原:普１９５ぺ 参考までに掲げておこう。ジにあり、

外
古
蚕

コー･価

匹
丁

ｘ：制御目標信号

ｙ＊

－－

入力 出力

⑭信号の和 ①信号の差 □行列を左からかける

[５］ここでC-lは、Ｐの固有ベクトルを横に並べた行列である。

[６］７６における、ｅ6t［（ＣＯＳ⑪t)の－（ｓｉｎのt)Ｗ］の変動（過渡応答）の形を、固有

値の値のとり方に関連させて概略図を書けば、およそ次のとおりになる゜

１⑩

６

－１００－




